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I. A kitu˝zo¨tt kutata´si feladatok o¨sszefoglala´sa
Mı´g a diofantikus egyenletek elme´lete a go¨ro¨g matematika´ban gyo¨keredzik, teha´t
to¨bb mint ke´tezer e´ves mu´ltra tekint vissza, addig az elso˝ exponencia´lis t´ıpusu´ dio-
fantikus proble´ma jo´val ke´so˝bb, a XIV. sza´zadban jelent meg egy zeneelme´leti ke´rde´s
kapcsa´n. Ege´szen a XX. sza´zad ma´sodik fele´ig to¨bbnyire ad hoc mo´dszerekkel oldot-
tak meg exponencia´lis diofantikus egyenleteket, jo´ pe´lda erre Nagell bizony´ıta´sa [58]
Ramanujan sejte´se´re [62]. Ba´r az algebrai sza´mok logaritmusai linea´ris forma´inak
becsle´se´n alapulo´ Baker-mo´dszer, valamint a diofantikus approxima´cio´ elme´let egyik
csu´csa, az Alte´r te´tel, tova´bba´ az egyse´gegyenletek elme´lete hate´kony eszko¨zo¨ket adott
a kutato´k keze´be, – e´s nem csak az exponencia´lis vagy polinomia´lis-exponencia´lis dio-
fantikus egyenletek vizsga´lata´ra – a ku¨lo¨nbo¨zo˝ egyedi megko¨zel´ıte´sek tova´bbra is fontos
szerephez jutnak.
Polinomia´lis-exponencia´lis diofantikus egyenleten olyan diofantikus egyenletet e´r-
tu¨nk, amelyben egyszerre van jelen polinomia´lis e´s exponencia´lis – elso˝ megko¨zel´ıte´sben
– raciona´lis ege´sz ismeretlen is. Ne´ha´ny klasszikus pe´lda´t kiemelve, az ala´bbi proble´ma´k
fe´mjelzik a proble´mako¨rt.
Ramanujan-Nagell egyenlet. A
2k − 7 = x2
egyenlet o¨sszes ege´sz megolda´sa (k, x) = (3, 1), (4, 3), (5, 5), (7, 11) e´s (15, 181). (La´sd
[62], [58].)
Catalan-Mihaˇilescu te´tel. Az
xp − yq = 1
egyenlet egyetlen megolda´sa az x, y, p, q > 1 ismeretlenekben 32 − 23 = 1. (La´sd [23],
[56].)
Jes´manowicz sejte´s. Ha a, b e´s c primit´ıv Pithagorszi sza´mha´rmas, akkor
ax + by = cz
egyetlen pozit´ıv ege´sz megolda´sa (x, y, z) = (2, 2, 2). (La´sd [35].)
Az e´rtekeze´s olyan vegyes egyenleteket, illetve egyenletrendszereket vizsga´l, ahol az
egyenlet(ek) egyik oldala´n exponencia´lis, a ma´sikon polinomia´lis ismeretlenek jelennek
meg. A´ltala´nos forma´ban tekintsu¨k az
u1ξ
n1
1 + u2ξ
n2
2 + · · ·+ ukξnkk = p(x1, x2, . . . , xt) (1)
diofantikus egyenletet, ahol ui, ξi (i = 1, 2, ..., k) ro¨gz´ıtett ege´szek, p(X1, X2, . . . , Xt)
egy adott ege´szegyu¨tthato´s polinom e´s a megolda´sokat az x1, x2, . . . , xt ege´szekben e´s
az n1, n2, ..., nk nem negat´ıv ege´szekben keressu¨k.
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Az (1) egyenlet to¨bb va´ltozata, mo´dos´ıta´sa ismert. A p(X1, X2, . . . , Xt) polinom
lehet me´g ege´sze´rte´ku˝, vagy raciona´lis egyu¨tthato´s, vagy a raciona´lis sza´mtest egy al-
gebrai bo˝v´ıte´se´vel kapott K sza´mtest elemei lehetnek az egyu¨tthato´i. Hasonlo´an (1) bal
oldala´n az egyu¨tthato´k e´s a hatva´nyalapok is lehetnek egy algebrai sza´mtest ege´szei.
A megolda´sokat is kereshetju¨k u´gy, hogy n1, n2, ..., nk ∈ Z e´s x1, x2, . . . , xt a K algebrai
sza´mtest ege´szei.
Az e´rtekeze´s (1) ala´bbi specia´lis eseteit vizsga´lja, az utolso´ ke´t esetben egyenlet
helyett egyenletrendszereket tekintve.
• A. 2N ± 2M ± 2L = x2;
• B. (an − 1)(bn − 1) = x2, ku¨lo¨nbo¨zo˝ 1 < a < b ege´sz parame´terek mellett;
• C. Gn = p3(x), ahol {Gn} ma´sodrendu˝ rekurz´ıv sorozat, p3(X) harmadfoku´
ege´sze´rte´ku˝ polinom;
• D. Gx = p(a, b), Gy = p(a, c), Gz = p(b, c), ahol {Gn} ma´sodrendu˝ rekurz´ıv
sorozat, p(X1, X2) = X1X2 + 1;
• E. s1 = p(a, b), s2 = p(a, c), s3 = p(a, d), s4 = p(b, c), s5 = p(b, d), s6 = p(c, d),
ahol si-k S-egyse´gek az |S| = 2 felte´tellel, p(X1, X2) = X1X2 + 1.
Az A ke´rde´shez hasonlo´ proble´ma´kat kora´bban csak ke´t tagra, vagy to¨bb tag esete´n
nagyon specia´lis helyzetben oldottak meg. B u´j ira´nyt nyitott a kutata´sokban. C esete´-
ben sok, szertea´gazo´ eredme´ny le´tezett a rekurzio´kban elo˝fordulo´ polinomia´lis e´rte´kekre.
Itt az volt az u´jdonsa´g, hogy harmadfoku´ polinomok egy oszta´lya´ra sikeru¨lt egy meg-
oldo´ elja´ra´st felfedezni. D e´s E elo˝zme´nye a diofantikus ne´gyesek klasszikussa´ va´lt
proble´ma´ja, mi a ma´r meglevo˝ varia´nsokat bo˝v´ıtettu¨k u´j ke´rde´sekkel, melyeket re´szben
meg is va´laszoltunk.
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II. A vizsga´lati mo´dszerek a´ttekinte´se, az eredme´-
nyek jellege
Az (1) t´ıpusu´ polinomia´lis-exponencia´lis diofantikus egyenletek megolda´sa´ra egyse´-
ges megko¨zel´ıte´s nem le´tezik. Az elo˝zo˝ fejezetben felvetett A–E te´ma´k vizsga´lati
mo´dszereit ke´rde´senke´nt tekintju¨k a´t, megadva egyu´ttal a kapott eredme´nyek jellege´t
is.
A. 2N ± 2M ± 2L = x2
A [14] dolgozatban sikeru¨lt teljesen megoldani a 2N ± 2M ± 2L = x2 egyenle-
tekbo˝l sza´rmazo´ 8 esetet. Ez volt az elso˝ alkalom, amikor az egyenlet exponencia´lis
re´sze´ben ha´rom azonos alapu´ tag szerepelt a´ltala´nos ko¨ru¨lme´nyek ko¨zo¨tt, azaz N , M
e´s L viszonya´ra csak a terme´szetes N ≥ M ≥ L ≥ 0 felte´tel volt elo˝´ırva a szim-
metria felolda´sa´ra ott, ahol ez indokoltnak la´tszott. Az egyenletek to¨bbse´ge´t elemi
sza´melme´leti eszko¨zo¨kkel vizsga´ltuk. Ketto˝ho¨z azonban ma´sra is szu¨kse´g volt. Az
egyik a 2n − 2m + 1 = x2 egyenlet, amely Beukers [20] egy te´tele´nek felhaszna´la´sa´val
volt kezelheto˝. A ma´sik [14] fo˝ eredme´nye, a jo´val bonyolultabb 2n + 2m + 1 = x2
egyenlet gyo¨keinek meghata´roza´sa. Ehhez – egyebek mellett – Beukers [20] diofanti-
kus approxima´cio´n alapulo´ me´ly eredme´nye´t alkalmaztuk. E´rdekes mo´don, egy alkal-
mas transzforma´cio´ tulajdonsa´gait figyelembe ve´ve, az eredeti proble´ma´bo´l sza´rmazo´,
la´tszo´lag bonyolultabb egyenletrendszer vizsga´lata vezetett a sikerhez. A ke´rde´s aze´rt
volt nehe´z, mert az x = 2t + 1 alaku´, ve´gtelen sok elemu˝ megolda´scsala´d mellett le´tezik
ke´t sporadikus megolda´s is.
A fenti eredme´nyeket ro¨viden u´gy o¨sszegezhetju¨k, hogy ve´gtelen sok a´ltala´nos´ıtott
Ramanujan-Nagell t´ıpusu´, azaz 2k + d = x2 egyenletet sikeru¨lt megoldani.
B. (an − 1)(bn − 1) = x2
Az (an − 1)(bn − 1) = x2 egyenlet o¨sszes megolda´sa´t meghata´roztuk to¨bb a e´s b
parame´ter mellett. Azt mutattuk meg, hogy szo´ban forgo´ egyenletnek nincs megolda´sa
ha (a, b) = (2, 3) vagy (2, 6), egy megolda´s le´tezik ha (a, b) = (2, 5) vagy (2, 2k), e´s
ha´rom megolda´s van (a, b) = (a, ak) mellett. A proble´ma aze´rt nem ko¨nnyu˝, mert
valamely c-hez relat´ıv pr´ım modulust ve´ve cn − 1 marade´kai peridikusan 0-t vesznek
fel. Ezt a helyzetet tova´bb nehez´ıtheti, ha a szo´ban forgo´ egyenlet megoldhato´.
Amennyiben (a, b) = (2, 3), (2, 5), akkor a primit´ıv gyo¨ko¨k e´s kvadratikus marade´kok
elme´lete´n alapulo´ bizony´ıta´st adtunk ([12]). (a, b) = (2, 6) esete´n az elo˝zo˝ mo´dszert
ki kellett bo˝v´ıteni ke´t alkalmasan megva´lasztott pr´ımre vonatkozo´ kvadratikus ma-
rade´k szita´ja´val ([4]). Az a´ltala´nosabb (a, b) = (a, ak) t´ıpus vizsga´lata sora´n ta´gabban
e´rtelmeztu¨k a [12] dolgozatban megoldott (2k − 1)(2kn − 1) = x2 egyenletet. Itt Chao
Ko [24] illetve Ljunggren [50] egy-egy te´tele´t haszna´ltuk a bizony´ıta´shoz.
A [6] cikkben a´ltala´nos´ıtottuk a kora´bbi eredme´nyek egy re´sze´t oly mo´don, hogy az
a e´s b hatva´nyalapokat nem ro¨gz´ıtettu¨k, hanem bizonyos kongruencia´knak kellett eleget
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tenniu¨k: egyre´szt a ≡ 2 (mod 6) e´s b ≡ 0 (mod 3) mellett bela´ttuk, hogy nincs pozit´ıv
ege´sz (n, x) megolda´s, ma´sre´szt b − 1 = s2, a ≡ 2 (mod 20) e´s b ≡ 5 (mod 20) mellett
igazoltuk, hogy az egyenlet a´ltala´ban nem oldhato´ meg, de bizonyos esetben le´tezik
egy explicite megadhato´ megolda´sa. Az uto´bbi vizsga´latokna´l fo˝leg a Pell egyenletek
megolda´sainak sza´melme´leti tulajdonsa´gait haszna´ltuk fel.
C. Gn = p3(x)
Legyenek a
Gn = AGn−1 +BGn−2, A,B ∈ Z (2)
bina´ris rekurzio´ G0 e´s G1 kezdo˝elemei ege´sz sza´mok. Te´telezzu¨k me´g fel, hogy {Gn}
karakterisztikus polinomja´nak D = A2 + 4B diszkrimina´nsa 0-to´l ku¨lo¨nbo¨zo˝, e´s hogy
|B| = 1. A [15] dolgozatban bela´ttuk, hogy ro¨gz´ıtett egyu¨tthato´k mellett a G0 = 0
e´s G1 = 1 kezdo˝e´rte´kekkel ind´ıtott {Gn} rekurzio´ e´s annak {Hn} asszocia´ltja csak
ve´ges sok
(
x
3
)
t´ıpusu´ polinomia´lis e´rte´ket tartalmazhat. A bizony´ıta´s Mordellnek [57]
egy, az elliptikus egyenletekre vonatkozo´ ineffekt´ıv ve´gesse´gi te´tele´n alapszik. A cikk-
ben megadtunk egy algoritmust is az o¨sszes
(
x
3
)
polinomia´lis e´rte´k meghata´roza´sa´ra.
Az algoritmus elliptikus egyenletekre vezeti vissza a proble´ma´t, melyek megolda´sa´ra
sza´mı´to´ge´pes elja´ra´sokat fejlesztettek ki.
A [15] dolgozat eredme´nyeinek kiterjeszte´se´t [13] tartalmazza, ahol az a´ltala´nosabb
Gn =
1
d
(ax3 + 3abx2 + cx+ (bc− 2ab3))
egyenletet ta´rgyaltuk az a 6= 0, d 6= 0 felte´telekkel (a, b, c, d ∈ Z), tova´bba´ tetszo˝leges
G0, G1 kezdo˝e´rte´kekkel. Ezzel egy ha´rom fu¨ggetlen parame´teru˝, harmadfoku´ polinom-
oszta´ly elemeit tudtunk kezelni.
D. Gx = p(a,b), Gy = p(a, c), Gz = p(b, c), p(X1,X2) = X1X2 + 1
Az I. re´szben ko¨zo¨lt proble´ma nyilva´nvalo´an ekvivalens az
ab+ 1 = Gx,
ac+ 1 = Gy, (3)
bc+ 1 = Gz
egyenletrendszerrel, melyet az 1 ≤ a < b < c e´s x, y, z nem negat´ıv ege´sz ismeretle-
nekben vizsga´lunk, ahol a nem degenera´lt {Gn} sorozat kiele´g´ıti a (2) rekurzio´t. Ha
vannak ilyen a, b, c sza´mok, akkor o˝ket diofantikus ha´rmasoknak nevezzu¨k ({Gn}-re vo-
natkozo´an). (3) vizsga´lata nem egyszeru˝, egyes sorozatokra ve´gtelen sok ha´rmas le´tezik,
ma´sokra ve´ges sok (esetenke´nt 0).
A [3] dolgozatban, D > 0 mellett oszta´lyozni tudtuk a ve´gtelen sok diofantikus
ha´rmassal rendelkezo˝ rekurzio´kat, ehhez szu¨kse´g volt az Alte´r te´telnek, a ve´gesen ge-
nera´lt multiplikat´ıv csoportokra vonatkozo´ egyse´gegyenleteknek, algebrai sza´melme´leti
eszko¨zo¨knek, multirekurz´ıv sorozatokra vonatkozo´ eredme´nyeknek, e´s bizonyos polino-
mok tulajdonsa´gainak kombina´la´sa´ra. Bela´ttuk, hogy ve´gtelen sok diofantikus ha´rmas
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csak kive´teles esetekben fordulhat elo˝, ı´gy terme´szetes ke´rde´ske´nt meru¨l fel, hogy a nem
kive´teles esetekben hogyan lehet meghata´rozni (3) o¨sszes (ve´ges sok) megolda´sa´t. A
Fibonacci sorozatra [8], majd a Lucas sza´mok sorozata´ra [9] megadtunk egy mo´dszert,
amely leheto˝ve´ tette (3) te´nyleges megolda´sa´t. Ezek a dolgozatok a gcd(Gy−1, Gz−1)
legnagyobb ko¨zo¨s oszto´ to¨bbira´nyu´ becsle´se´n mu´lnak (x < y < z). Ke´so˝bb [1]-ben
megvizsga´ltuk a Balansz sza´mokra vonatkozo´ diofantikus ha´rmasok ke´rde´se´t, e´s a Fi-
bonacci sorozathoz hasonlo´an ott sem tala´ltunk megolda´st (a Lucas sza´mok sorozata´bo´l
egy diofantikus ha´rmas sza´rmazik). Ezt az eredme´nyt a´ltala´nos´ıtotta az [5] dolgozat,
ahol ma´r nem egy adott sorozatro´l, hanem sorozatok egy jo´l meghata´rozott, ve´gtelen
sok sorozattal rendelkezo˝ Gn = AGn−1 − Gn−2 oszta´lya´ro´l tudtuk megmutatni, hogy
nincs diofantikus ha´rmasuk. U´jabban bevezettu¨k a {G}-ta´volsa´g fogalma´t, e´s erre vo-
natkozo´an is ve´geztu¨nk vizsga´latokat [10, 11, 2].
E. s1 = p(a,b), s2 = p(a, c), s3 = p(a,d), s4 = p(b, c), s5 = p(b,d), s6 = p(c,d),
p(X1,X2) = X1X2 + 1
Legyen S a p e´s q pr´ımek ke´telemu˝ halmaza, e´s tekintsu¨k az
ab+ 1 = pα1qβ1 , bc+ 1 = pα4qβ4 ,
ac+ 1 = pα2qβ2 , bd+ 1 = pα5qβ5 , (4)
ad+ 1 = pα3qβ3 , cd+ 1 = pα6qβ6
egyenletrendszert. Erre vonatkozo´ sejte´su¨nket, miszerint nincsenek olyan p e´s q pr´ımek
melyekre le´tezne {p, q}-diofantikus {a, b, c, d} ne´gyes, a´ltala´nossa´gban nem sikeru¨lt iga-
zolni. Megmutattuk azonban, hogy a sejte´s ve´gtelen sok, bizonyos technikai felte´-
teleknek eleget tevo˝ p e´s q pr´ımekre teljesu¨l [16], ma´sre´szt az o¨sszes olyan p e´s q
pr´ımsza´mokra, melyek 4-gyel vett oszta´si marade´ka 3 [17]. A publika´la´sra benyu´jtott
[18] cikkben bela´ttuk, hogy a sejte´s p = 2 esete´n is igaz ha q ≡ 3 (mod 4) tova´bbra is
fenna´ll.
A bizony´ıta´sok sora´n ha´rom, a (4) egyenletrendszerbo˝l sza´rmazo´ S-egyse´g egyen-
letet vizsga´ltuk, felhaszna´lva Stewart e´s Tijdeman eredme´nyeinek [68] e´les´ıte´se´t, a
Baker-mo´dszert, bizonyos oszthato´sa´gi tulajdonsa´gokat, e´s ku¨lo¨nbo¨zo˝ becsle´seket. A
fo˝ nehe´zse´get az ismeretlenek sza´ma´nak (fo˝leg a kitevo˝k sza´ma´nak) nagysa´ga jelenti,
me´g akkor is, ha ko¨ztu¨k ku¨lo¨nbo¨zo˝ o¨sszefu¨gge´seket lehet felfedezni.
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III. Az u´j tudoma´nyos eredme´nyek elo˝zme´nyei,
o¨sszefoglala´sa e´s hata´sa
A. 2N ± 2M ± 2L = x2
A vizsga´lt egyenletek elo˝zme´nyei ko¨zo¨tt meg kell eml´ıteni Lebesque munka´ja´t [45],
melybo˝l ko¨vetkezik, hogy a 2n−1 Mersenne-fe´le sza´m csak akkor lehet teljes ne´gyzet, ha
n = 0 vagy 1. (Ke´so˝bb Gerono [29] ugyanezt igazolta magasabb hatva´nyokra.) Mivel a
2n+1 = x2 egyenlet egyetlen (n, x) = (3, 3) nem negat´ıv ege´sz megolda´sa re´go´ta ismert,
ı´gy vila´gos, hogy ezek az eredme´nyek o¨sszesse´ge´ben megadja´k a 2n1± 2n2 = x2 egyenlet
o¨sszes megolda´sa´t is.
Rotkiewicz e´s Z lotokowski [63] a
pn1 + pn2 + · · ·+ pnk + 1 = x2
egyenletet vizsga´lta´k, ahol p pa´ratlan pr´ım, k > 1, tova´bba´ n1 > n2 > · · · > nk ≥ 1.
De Weger [77] e´les felso˝ korla´tot adott az
ax+ by = z2
egyenletben az x ∈ S e´s y ∈ S ismeretlenek nagysa´ga´ra, ahol S az adott p1, . . . , ps
pr´ımek a´ltal multiplikat´ıve genera´lt terme´szetes sza´mokbo´l a´llo´ halmaz, a, b ∈ Z, u´gy
hogy pi - ab e´s az a, b sza´mok legnagyobb ko¨zo¨s oszto´ja ne´gyzetmentes.
Ramanujan sejte´se´t [62] Nagell [58] bizony´ıtotta. Ma´sok mellett Beukers [20] is
foglalkozott az a´ltala´nos´ıtott 2k + d = x2 Ramanujan-Nagell egyenlettel, ezen cikke´nek
eredme´nyeit a bizony´ıta´sokban felhaszna´ltuk.
Ra´te´rve az a´ltalunk vizsga´lt proble´ma´ra, az ala´bbi ke´t te´tel ı´rja le 2N±2M±2L = x2
ke´t legfontosabb esete´re vonatkozo´ eredme´nyeket.
1. te´tel. (Szalay, 2002, [14].) Ha a pozit´ıv n, m e´s x ege´szek az n ≥ m felte´tellel
kiele´g´ıtik a
2n + 2m + 1 = x2
egyenletet, akkor
• (n,m, x) ∈ {(2t, t+ 1, 2t + 1) | t ∈ N, t ≥ 1}, vagy
• (n,m, x) ∈ {(5, 4, 7) , (9, 4, 23)}.
2. te´tel. (Szalay, 2002, [14].) Amennyiben az n, m e´s x pozit´ıv ege´szekre
2n − 2m + 1 = x2
a´ll fenn, akkor
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• (n,m, x) ∈ {(2t, t+ 1, 2t − 1) | t ∈ N, t ≥ 2}, vagy
• (n,m, x) ∈ {(t, t, 1) | t ∈ N, t ≥ 1}, vagy
• (n,m, x) ∈ {(5, 3, 5) , (7, 3, 11) , (15, 3, 181)}.
Fo˝leg az 1. te´tel eredme´nye e´rte´kes, mert a´ltala´nos ko¨ru¨lme´nyek ko¨zo¨tt oldotta meg a
ha´rom tagu´ o¨sszegre vonatkozo´ proble´ma´t, kora´bban csak bizonyos felte´telekkel tudtak
ketto˝ne´l to¨bb tagu´ o¨sszegeket vizsga´lni.
A cikk megjelene´se´t ko¨veto˝en Luca [52] megadta a pa±pb+ 1 = x2 rokon egyenletet
o¨sszes megolda´sa´t pa´ratlan p pr´ımsza´mok esete´n. Ke´so˝bb Le Maohua meghata´rozta
pa − pb + pc = x2 [39], illetve pa − pb − pc = x2 [40] megolda´sait, majd a 2 | a e´s
a ≥ b ≥ c ≥ 0 felte´telek mellett megoldotta a pa + pb − pc = x2 egyenletet [41], a´m az
uto´bbi egyenletne´l a pa´ratlan a esete me´g mindig nyitott.
Bennett, Bugeaud and Mignotte [21] x ∈ {2, 3} mellett vizsga´lta az xa+xb+ 1 = yq
egyenletet (1 < a < b, q ≥ 2). A szerzo˝k explicite megadta´k a megolda´sok halmaza´t.
Ke´so˝bb Bennett [22] elemezte, hogy ha´rmas sza´mrendszerben mely ne´gyzetsza´moknak,
illetve magasabb hatva´nyoknak van pontosan ha´rom 0-to´l ku¨lo¨nbo¨zo˝ sza´mjegye.
Scott e´s Styre [64] a Pillai egyenlet (−1)uax + (−1)vby = c alaku´ a´ltala´nos´ıta´sa´nak
vizsga´lata´ban, to¨bbek ko¨zo¨tt, felhaszna´lja az 1. te´tel eredme´nyeit. A [65, 66] tanulma´-
nyokban Scott egyszeru˝bb, elemi bizony´ıta´st ad az 1. te´telre, valamint Luca pa±pb+1 =
x2 egyenletre vonatkozo´ eredme´nye´re.
Arenas-Carmona, Berend e´s Bergelson [19] le´ırja´k, hogy vizsga´lataikban nagy fon-
tossa´ggal b´ırnak azok a P (X) polinomok, melyekre a 2n1 ± 2n2 ± · · · ± 2nk = p(x)
egyenlet ve´gtelen sok (n1, n2, . . . , nk, x) megolda´ssal rendelkezik. Ward [76] megjegyzi,
hogy egy proble´ma´ja megolda´sa´ban haszna´lni lehetne az 1. te´telt, de direkt bizony´ıta´st
ad a specia´lis helyzetre.
Tova´bbi cikkek [51, 78, 53, 27], valamint Guy Unsolved Problems in Number Theory
c´ımu˝ ko¨nyve [31] (251. oldal) hasonlo´ exponencia´lis, vagy polinomia´lis-exponencia´lis
egyenleteket ta´rgyalva megeml´ıti az 1. te´telt vagy hivatkozik a [14] dolgozatra.
B. (an − 1)(bn − 1) = x2
A felvetett proble´ma ke´t bina´ris rekurzio´ szorzata´ban, vagy vele ekvivalens megfogal-
maza´sban egy negyedrendu˝ linea´ris rekurzio´ban keresi a ne´gyzetsza´mokat. Viszonylag
hosszu´ mu´ltra tekint vissza a
Gn = x
q
egyenlet vizsga´lata az n ≥ 0, x e´s q ≥ 2 ege´szekben, ahol {Gn} egy adott linea´ris
rekurz´ıv sorozat. Shorey e´s Stewart [67], illetve to˝lu¨k fu¨ggetlenu¨l Petho˝ [60] megmu-
tatta´k, hogy ha {Gn} ma´sodrendu˝, akkor mindha´rom va´ltozo´ felu¨lro˝l effekt´ıve korla´tos.
Amennyiben magasabbrendu˝ rekurz´ıv sorozatokat tekintu¨nk, akkor a sorozat karak-
terisztikus polinomja´nak domina´ns gyo¨ko¨t felte´telezve Shorey e´s Stewart [67] igazolta,
hogy q nem lehet aka´rmilyen nagy. Ezt az eredme´nyt Nemes e´s Petho˝ [59] kiterjesztette
a Gn = x
q + A(x) esetre, ahol A(X) egy adott ege´szegyu¨tthato´s polinom. Sajnos a q
9
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kitevo˝re vonatkozo´ felso˝ korla´tok olyan hatalmasak, hogy ko¨zvetlenu¨l nem lehet o˝ket
haszna´lni a ke´rde´ses egyenletek te´nyleges megolda´sa´ra.
A fentiek mellett to¨bb olyan eredme´ny szu¨letett, amely ku¨lo¨nbo¨zo˝ bina´ris rekurzio´k-
ban meghata´rozta egy adott alaku´ figura´lis sza´mok o¨sszesse´ge´t, de magasabbrendu˝ re-
kurzio´kban ritka´n sikeru¨lt hasonlo´ eredme´nyeket ele´rni. McDaniel [55] pe´lda´ul bizonyos
Lehmer sorozatokban e´s asszocia´ltjaikban le tudta ı´rni a ne´gyzetsza´mokat. Mivel, mint
ma´r eml´ıtettu¨k,
(an − 1)(bn − 1) = x2 (5)
bal oldala felfoghato´ u´gy is, hogy ke´t bina´ris rekurzio´ szorzata, azaz egy negyedrendu˝
rekurz´ıv sorozat, e´s (5) ezekben keresi a ne´gyzetsza´mok elo˝fordula´sa´t, ı´gy az (5) t´ıpusu´
egyenletek felvete´se, e´s megolda´sa u´j ira´nyt hozott a kutata´sokba.
Az elo˝bbiek szerint a [12] e´s [4] dolgozatok u´tto¨ro˝ munka´nak is mondhato´k, e´s a
ke´so˝bbi [6] tanulma´nnyal egyu¨tt az ala´bbi te´teleket bizony´ıtottuk bennu¨k.
3. te´tel. (Szalay, 2000, [12].) Nincs pozit´ıv ege´sz (n, x) megolda´sa a
(2n − 1)(3n − 1) = x2
egyenletnek.
4. te´tel. (Szalay, 2000, [12].) A
(2n − 1)(5n − 1) = x2
egyenlet egyetlen pozit´ıv ege´sz megolda´sa (n, x) = (1, 2).
5. te´tel. (Hajdu – Szalay, 2000, [4].) A
(2n − 1)(6n − 1) = x2
diofantikus egyenletnek nincs pozit´ıv ege´sz (n, x) megolda´sa.
6. te´tel. (Hajdu – Szalay, 2000, [4].) Ha az a > 1, k > 1, n e´s x pozit´ıv ege´szekre
kn > 2 teljesu¨l, e´s kiele´g´ıtik az
(an − 1) (akn − 1) = x2
egyenletet, akkor (a, n, k, x) = (2, 3, 2, 21) vagy (3, 1, 5, 22) vagy (7, 1, 4, 120).
7. te´tel. (Lan – Szalay, 2010, [6].) Ha a ≡ 2 (mod 6) e´s b ≡ 0 (mod 3) akkor az
(an − 1)(bn − 1) = x2
diofantikus egyenletnek nincs pozit´ıv ege´sz (n, x) megolda´sa.
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8. te´tel. (Lan – Szalay, 2010, [6].) Tegyu¨k fel, hogy b − 1 = s2 ne´gyzetsza´m. Ekkor
a ≡ 2 (mod 20) e´s b ≡ 5 (mod 20) mellett az
(an − 1)(bn − 1) = x2
egyenlet vagy nem oldhato´ meg, vagy egyetlen lehetse´ges megolda´sa (n, x) = (1, st), ahol
t =
√
a− 1 ∈ N.
A 2000-ben megjelent ke´t cikk nagy e´rdeklo˝de´st keltett. Petho˝ [61] jelento˝s fej-
leme´nynek e´rte´kelte, hogy u´j kutata´si ira´nyt sikeru¨lt nyitni a magasabbrendu˝ rekurzi-
o´kban elo˝fordulo´ teljes hatva´nyok vizsga´lata tere´n. Cohn [25] egyik te´tele az ak = b`
felte´tel mellett a´ltala´nos´ıtja a 6. te´telt, majd n = 1, 2 e´s 4k mellett adja meg (5)
megolda´sa´t. Tova´bba´ megoldja a 2 ≤ a < b ≤ 12 esetekre meghata´rozott egyenle-
teket. Nemre´g Guo [30] tova´bbfejlesztette Cohn munka´ja´t. Az egyik legjelento˝sebb
eredme´ny Luca e´s Walsh neve´hez fu˝zo˝dik, akik [54]-ban a´ltala´nos ve´gesse´gi te´telt nyer-
tek az unvn = x
q egyenletre, ahol {un} e´s {vn} bizonyos t´ıpusu´ bina´ris rekurzio´k. Iga-
zolta´k tova´bba´, hogy az (5) egyenleteknek csak ve´ges sok megolda´sa lehet ro¨gz´ıtett ala-
pokra. Emellett [54]-ben megadtak egy olyan elja´ra´st, amellyel az (an−1)(bn−1) = x2
egyenletek a´ltala´nosan kezelheto˝k az adott (a, b) pa´rok to¨bbse´ge´re. Az algoritmusukat
2 ≤ a < b ≤ 100 esetben demonstra´lta´k, e´s mintegy 70 kive´teles esetto˝l eltekintve
megoldotta´k az egyenleteket. A kive´telek ko¨zu¨l ke´so˝bb ne´ha´nyat Li e´s Tang [47], va-
lamint Li e´s Jin [48] kezelni tudtak. 2009-ben Le Maohua ke´t cikket [42, 43] is ko¨zo¨lt
a (2n − 1)(bn − 1) = x2 egyenletro˝l. Ugyanezzel a proble´ma´val foglalkozott me´g Li e´s
Tang [46] is. Az (5) egyenlet b = a + 1 specia´lis esete´t vizsga´lta Le Maohua [44], e´s
Liang [49].
To¨bb tanulma´ny [69, 73, 70, 72, 28, 36, 74] foglalkozik azzal, hogy a-ra e´s b-re olyan
oszta´lyokat keressen, melyekre (5) nem oldhato´ meg. Az eml´ıtett cikkek ko¨zu¨l [69] az
a´ltala´nosabb (an−1)(bm−1) = x2 egyenletet ta´rgyalja, melynek az elo˝zme´nye az, hogy
Walsh [75] a 3. te´telt a´ltala´nos´ıtotta: megmutatta, hogy a (2n−1)(3m−1) = x2 egyenlet
sem oldhato´ meg. Szinte´n a ku¨lo¨nbo¨zo˝ kitevo˝ju˝, a´ltala´nosabb proble´ma´t elemzi He [33]
is.
C. Gn = p3(x)
A bina´ris, valamint magasabb rendu˝ rekurz´ıv sorozatokban elo˝fordulo´ polinomia´lis
e´rte´kek to¨rte´nete´t a B re´szben ma´r e´rintettu¨k. A [15] e´s [13] dolgozatok egy harmadfoku´
polinomcsala´ddal kapcsolatban tartalmaznak eredme´nyeket.
A (2) bina´ris rekurzio´ra tegyu¨k fel, hogy G0, G1 kezdo˝elemei ege´sz sza´mok, |B| = 1,
valamint, hogy D = A2 + 4B 6= 0. Ismert, hogy a {Gn} sorozat asszocia´lt {Hn} soroza-
ta´ra Hn = AHn−1 +BHn−2, (n ≥ 2) teljesu¨l a H0 = 2G1 −AG0 e´s H1 = AG1 + 2BG0
kezdeti e´rte´kekkel. Legyen G0 = 0 e´s G1 = 1. Ekkor az ala´bbi a´ll´ıta´sokat la´ttuk be.
Jelo¨lje a Fibonacci, a Pell, e´s a Lucas sza´mok sorozata´nak n-edik eleme´t rendre Fn, Pn,
e´s Ln.
9. te´tel. (Szalay, 2002, [15].) A Gn =
(
x
3
)
e´s Hn =
(
x
3
)
egyenletek mindegyike´nek csak
ve´ges sok megolda´sa van az n ≥ 0 e´s x ≥ 3 ismeretlen ege´szekben.
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10. te´tel. (Szalay, 2002, [15].)
• Ha Fn =
(
x
3
)
, akkor (n, x) = (1, 3) vagy (2, 3).
• Ln =
(
x
3
)
-bo˝l (n, x) = (1, 3) vagy (3, 4) ko¨vetkezik.
• A Pn =
(
x
3
)
egyenletet csak (n, x) = (1, 3) ele´g´ıti ki.
A [15] dolgozat eredme´nyeinek kiterjeszte´se´t [13] tartalmazza, ahol az a´ltala´nosabb
Gn = (ax
3 + 3abx2 + cx + (bc − 2ab3))/d egyenletet ta´rgyaltuk az a 6= 0, d 6= 0
felte´telekkel (a, b, c e´s d ege´szek), tova´bba´ tetszo˝leges G0, G1 kezdo˝e´rte´kekkel. Az
elja´ra´s alkalmaza´sake´nt a Fibonacci sorozatra, a Lucas sza´mok sorozata´ra, e´s a Pell
sorozatra az ala´bbi te´telt nyertu¨k.
11. te´tel. (Szalay, 2001, [13].)
• Ha Fn =
∑x
i=1 i
2, akkor (n, x) = (1, 1), (2, 1), (5, 2) vagy (10, 5).
• Ln =
∑x
i=1 i
2-bo˝l (n, x) = (2, 1) ko¨vetkezik.
• A Pn =
∑x
i=1 i
2 egyenletet csak az (n, x) = (1, 1) e´s (3, 2) pa´rok ele´g´ıtik ki.
Mindezeken tu´l, elemi mo´dszert alkalmazva mindha´rom kora´bbi sorozatban meg-
hata´roztuk az o¨sszes
∑x
i=1 i
3 forma´ju´ sza´mot, tova´bba´ a Fibonacci sorozatban illetve a
Lucas sza´mok sorozata´ban az
(
x
4
)
t´ıpusu´ kifejeze´seket.
Hasonlo´ jellegu˝ proble´ma´kkal foglalkozott Kova´cs [37, 38], Tengely [71], valamint
Luca e´s Szalay [7]. Ez uto´bbi dolgozat egy exponencia´lis kifejeze´s le´teze´se´t vizsga´lja
a Fibonacci sorozatban, e´s megmutatja, hogy csak ve´ges sok pa ± pb + 1 alaku´ 1-ne´l
nagyobb Fibonacci sza´m le´tezik, ahol p adott pr´ım, a, b pozit´ıv ege´szek e´s max{a, b} ≥ 2.
D. Gx = p(a,b), Gy = p(a, c), Gz = p(b, c), p(X1,X2) = X1X2 + 1
A (3) egyenletrendszer vizsga´lata, a klasszikus diofantikus sza´m m-esek minta´ja´ra
egy u´j kutata´si ira´nyt nyitott meg azzal, hogy a ne´gyzetsza´mokat egy ro¨gz´ıtett ma´sod-
rendu˝ rekurzio´ tagjaira csere´lte. (3)-nak lehet ve´gtelen sok megolda´sa, legyen pe´lda´ul
Gn = 2
n + 1, e´s ekkor vila´gos, hogy az a = 2a1 , b = 2b1 e´s c = 2c1 hatva´nyokkal ve´gtelen
sok diofantikus ha´rmas adhato´ meg. Ma´s sorozatokna´l ma´r a kezdetben gyan´ıthato´
volt, hogy csak ve´ges sok diofantikus ha´rmasuk van. I´gy jogosan meru¨lt fel a ko¨vetkezo˝
ke´rde´s. Melyek azok a ma´sodrendu˝ sorozatok melyekre ve´gtelen sok diofantikus ha´rmas
le´tezik? A [3] cikkben ko¨zo¨lt te´tel ta´lala´sa´hoz szu¨kse´gu¨nk lesz a ko¨vetkezo˝ jelo¨le´sekre.
Legyen α e´s β a (2) rekurzio´hoz tartozo´ karakterisztikus polinom ke´t ku¨lo¨nbo¨zo˝ gyo¨ke.
Ismert, hogy le´teznek olyan γ, δ ∈ K = Q[α] komplex sza´mok, melyekre
Gn = γα
n + δβn
teljesu¨l minden n-re. Most ko¨vetkezzen az a´ll´ıta´s.
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12. te´tel. (Fuchs – Luca – Szalay, 2008, [3].) Legyen a {Gn} bina´ris rekurz´ıv sorozat
nem degenera´lt e´s A2 + 4B > 0. Tegyu¨k fel, hogy le´tezik ve´gtelen sok a, b, c, x, y e´s z
nem negat´ıv ege´sz az 1 ≤ a < b < c felte´tellel, melyekre
ab+ 1 = Gx,
ac+ 1 = Gy,
bc+ 1 = Gz
teljesu¨l. Ekkor β, δ ∈ {±1}, α, γ ∈ Z.
Tova´bba´, ve´ges sok a, b, c, x, y, z kive´telto˝l eltekintve δβz = δβy = 1, e´s az ala´bbiak
ko¨zu¨l az egyik szu¨kse´gszeru˝en igaz:
• δβx = 1, amikor γ vagy γα ne´gyzetsza´m;
• δβx = −1, amikor x ∈ {0, 1}.
A 12. te´tel ra´vila´g´ıt arra, hogy a bina´ris rekurzio´k kive´teles esetekto˝l eltekintve
ve´ges sok diofantikus ha´rmast tartalmaznak. A bizony´ıta´s, jellege´bo˝l ado´do´an, nem ad
elja´ra´st arra, hogyan lehet meghata´rozni a (3) egyenletrendszer nem kive´teles esetekben
elo˝fordulo´ ve´ges sok megolda´sa´t. A Fibonacci sorozatra [8], majd ke´so˝bb a Lucas
sza´mok sorozata´ra [9] megadtunk egy mo´dszert, amely leheto˝ve´ tette (3) te´nyleges
megolda´sa´t, e´s amely az ala´bbi eredme´nyt hozta.
13. te´tel. (Luca – Szalay, 2008, [8] e´s Luca – Szalay, 2009, [9].) A (3) egyenletrend-
szernek 0 < a < b < c e´s nem negat´ıv x, y, z ege´sz ismeretlenek esete´n
• nincs megolda´sa a Fibonacci sorozatra;
• az egyetlen megolda´sa (a, b, c) = (1, 2, 3), (x, y, z) = (2, 3, 4) a Lucas sza´mok
sorozata´ra.
A [8] e´s [9] cikkeket ko¨vetve Alppal e´s Irmakkal [1] megvizsga´ltuk a Balansz sza´mokra
vonatkozo´ diofantikus ha´rmasok ke´rde´se´t, e´s a Fibonacci sorozathoz hasonlo´an ott sem
tala´ltunk megolda´st. Ezt a´ltala´nos´ıtotta az [5] dolgozat, ahol ma´r nem egy adott so-
rozatot, hanem sorozatok egy jo´l meghata´rozott, ve´gtelen sok sorozattal rendelkezo˝
oszta´lya´ro´l tudtuk megmutatni, hogy nincs diofantikus ha´rmasuk. A vizsga´lt sorozatok
ko¨zo¨s jellemzo˝je a Gn = AGn−1 − Gn−2 rekurz´ıv formula, ahol A 6= 2 ro¨gz´ıtett pozit´ıv
ege´sz, a kezdo˝elemek pedig G0 = 0 e´s G1 = 1. A bizony´ıtott a´ll´ıta´s a ko¨vetkezo˝.
14. te´tel. (Irmak – Szalay, ko¨zle´sre elfogadva, [5].) Ha A 6= 2 egy pozit´ıv ege´sz sza´m,
akkor nem le´teznek olyan 1 ≤ a < b < c ege´szek, melyekre
ab+ 1 = Gx,
ac+ 1 = Gy,
bc+ 1 = Gz
mindegyike egyszerre teljesu¨lne valamely 1 ≤ x < y < z ege´szekre.
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Tova´bbi kutata´si ira´nyt kapunk, ha egy adott {Gn} sorozatra bevezetju¨k a {G}-
ta´volsa´g fogalma´t. Egy w valo´s sza´m {G}-ta´volsa´ga´n a
‖w‖G = min{|w −Gn| : n ≥ 0}
minimumot e´rtju¨k. A fentiek inspira´lta´k az olyan pozit´ıv a < b < c ege´szek tanul-
ma´nyoza´sa´t, melyekre ‖ab‖G, ‖ac‖G and ‖bc‖G mindegyike kicsi. Pe´lda´ul a Fibonacci
sorozatra [10]-ben megmutattuk, hogy
max{‖ab‖F , ‖ac‖F , ‖bc‖F} > exp(0.034
√
log c).
Ebbo˝l ko¨vetkezik, hogy ha max{‖ab‖F , ‖ac‖F , ‖bc‖F} ≤ 2, akkor c ≤ exp(415.7), e´s
a legnagyobb ilyen c az (1, 11, 235) ha´rmasban fordul elo˝ a mindo¨sszesen 222 meg-
olda´s ko¨zu¨l. A Balansz sza´mokra {Bn} sorozata´ra bela´ttuk [2], hogy csak (a, b, c) =
(1, 34, 1188) ad pontosan 1 {B}-ta´volsa´gu´ ab, ac e´s bc ha´rmast. Tova´bbi ke´rde´s, hogy
milyen becsle´st lehet adni azon (a, b, c) ha´rmasok sza´mossa´ga´ra, melyekre az ‖ab‖G,
‖ac‖G, ‖bc‖G ta´volsa´gok nem nagyobbak egy elo˝re megadott korla´tna´l. Vezessu¨k be az
s(x) = #{(a, b, c) ∈ Z3 : 1 ≤ a < b < c, max{‖ab‖G, ‖ac‖G, ‖bc‖G} ≤ x}
fu¨ggve´nyt, melynek a viselkede´se´t [11]-ben a Fibonacci sorozatra vizsga´ltuk. Megmu-
tattuk, hogy ha x→∞ akkor x3/2  s(x) ≤ x2+o(1), tova´bba´ igazoltuk, hogy s(0) = 0,
s(1) = 16, s(2) = 49.
E. s1 = p(a,b), s2 = p(a, c), s3 = p(a,d), s4 = p(b, c), s5 = p(b,d), s6 = p(c,d),
p(X1,X2) = X1X2 + 1
Isme´t a diofantikus sza´m m-esek ke´rde´sko¨re´nek egy va´ltozata´t elemeztu¨k, most
a ne´gyzetsza´mok helyett S-egyse´geket vizsga´lva. Tekintsu¨k a (4) egyenletrendszert
tetszo˝leges sza´mu´, de ve´ges sok pr´ımet tartalmazo´ S halmazra. Ehhez kapcsolo´dik
Gyo˝ry, Sa´rko¨zy e´s Stewart [32] egy sejte´se, melyet ke´so˝bb Corvaja e´s Zannier [26],
valamint to˝lu¨k fu¨ggetlenu¨l Hernandez e´s Luca [34] igazoltak. A sejte´s a ko¨vetkezo˝t
a´ll´ıtotta: ha a < b < c pozit´ıv ege´szekre c → ∞, akkor (ab + 1)(ac + 1)(bc + 1) leg-
nagyobb pr´ımfaktora is a ve´gtelenhez tart. Eszerint ro¨gz´ıtett S esete´n csak ve´ges sok
S-diofantikus ha´rmas (ko¨vetkeze´ske´ppen ne´gyes) lehet.
Te´telezzu¨k fel, hogy |S| = 2. Az a´ltalunk megfogalmazott sejte´st, miszerint nincse-
nek olyan p e´s q pr´ımek melyekre le´tezne {p, q}-diofantikus ne´gyes, ve´gtelen sok, bizo-
nyos technikai felte´teleknek eleget tevo˝ p e´s q pr´ımekre sikeru¨lt igazolni [16], ma´sre´szt
az o¨sszes olyan p e´s q pr´ımsza´mokra, melyek 4-gyel vett oszta´si marade´ka 3 [17]. A
pontos a´ll´ıta´sok a ko¨vetkezo˝k.
15. te´tel. (Szalay – Ziegler, 2013, [16].) Legyen p < q ke´t ku¨lo¨nbo¨zo˝ pr´ım, S = {p, q},
e´s tegyu¨k fel, hogy
p2 - qordp(q) − 1, q2 - pordq(p) − 1.
Tegyu¨k fel tova´bba´, hogy valamely ξ > 1 valo´s sza´mra q < pξ teljesu¨l.
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Ilyen felte´telek mellett le´tezik olyan C = C(ξ) konstans, hogy ba´rmely p, q > C
pr´ımek esete´n nincs S-diofantikus ne´gyes. A C konstans e´rte´ke´t a
C = Ψ(9; 2.142 · 1022ξ3)
egyenlo˝se´g hata´rozza meg, ahol Ψ(k;x) az
x =
y
(log y)k
egyenlet legnagyobb y > 0 valo´s megolda´st jelo¨li.
Pe´lda´ul ξ = 2 mellett C = C(2) = 1.023 · 1041 ado´dik.
Bela´thato´, hogy a te´tel technikai felte´teleit, ku¨lo¨no¨s tekintettel a rendekre vonatkozo´
elo˝´ıra´sokra, ve´gtelen sok p e´s q pr´ım teljes´ıti. Ebbo˝l ko¨vetkezik, hogy a te´tel e´rtelme´ben
ve´gtelen sok S = {p, q} halmazra nincs S-diofantikus ne´gyes.
16. te´tel. (Szalay – Ziegler, 2013, [17].) Ha a p e´s q ku¨lo¨nbo¨zo˝ pr´ımekre p ≡ q ≡
3 (mod 4) teljesu¨l, akkor nem le´tezik {p, q}-diofantikus ne´gyes.
Megjegyezzu¨k, hogy a 16. te´tellel analo´g a´ll´ıta´s igaz, ha abban a pa´ratlan p pr´ım
helyett 2-t veszu¨nk e´s meghagyjuk a q-ra vonatkozo´ elo˝´ıra´st. Ezt az eredme´nyt pub-
lika´la´s nyu´jtottuk be [18], ahol me´g azt is bela´ttuk, hogy nem le´tezik diofantikus ne´gyes
a {p, q} halmazra ha p = 2 e´s q < 109, illetve fu¨ggetlenu¨l p e´s q marade´ka´to´l modulo 4,
p < q < 105 esete´n sem.
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